7 Pseudozufall szahl en

Pseudozufallszahlen

Die Eigenschaften der Pseudozufallszahlen

Zufal | szahl en werden in der Naturw ssenschaft
und Technik bei stochastischen Sinulationen
ei ngesetzt, wie die Beispiele im Buch zeigen.
Mt Simulationen werden analytisch gewonnene
Er gebni sse Uberprift und neue Aussagen Uber das
Verhalten von zufallsbeeinflussten Systenen
gewonnen. Letzteres neist dann, wenn es nicht
nogl i ch i st, anal yti sche Er gebni sse zu
ber echnen.

Bei diesen Simulationen kommt es darauf an,
zuverl| &ssige Aussagen Uber das sinulierte
System zu bekonmen. Dabei héngt die Qualitaéat
der getroffenen Aussagen von der Qualitat der
Zufallszahlen und damt von der Qualitat des
Zuf al | szahl engener ators ab.

Nach der Art der Erzeugung von Zufallszahlen
unt erschei det man zwi schen echten Zufall szahl en
und Pseudo- Zuf al | szahl en.

Echte Zzufallszahl en kdénnen durch physikalische
Verfahren, wie das Wrfen einer Minze, eines
Wirfels oder die Betrachtung der \Wge von
Neut ronen erzeugt werden.

Ihre Vorteile sind, keine Periodizitaten, keine
Vor her sagbarkeit der Zufallszahlen aufgrund
vor angehender Sequenzen, kei ne i rgendw e
geartete Systematik, wodurch Daten absol ut
si cher verschl usselt werden kdnnen, Gew ssheit,
dass keine versteckten Korrelationen vorliegen
und die Gewi ssheit, dass die Schwankungen in
der deichverteilung rein stochastisch sind.

l hre Nachteil e si nd, dass physi kal i sche
Anor dnungen der Wartung und Eichung bedirfen
und dass erzeugte Zahlenfolgen sich nicht
reproduzi eren | assen, was fir viele Experinmente
winschenswert ist.
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7 Pseudozufall szahl en

Pseudo- Zuf al | szahl en werden durch spezielle
determ ni stische Algorithmen gewonnen. Sie
entstehen also nicht zufallig. Daher auch der
Zusat z Pseudo.

I hr Vorteil i st, dass die nmei st en
Programm ersprachen Uber Sprachel enente zur
Er zeugung von Pseudo- Zuf al | szahl en verfigen und
sie so schnell erzeugbar sind.

I hr Nacht ei | i st, dass sie unnatirliche
Schwankungen in der d eichverteilung aufwei sen

Alle praktisch bedeut enden Zuf al | szahl en-
generatoren fidr Pseudo-Zufallszahlen arbeiten
rekursiv. Das bedeutet, sie erzeugen
e zuerst eine gew sse Anfangsfol ge,
e danach einen nullten Zyklus, also eine
Fol ge, die i mersten Zyklus exakt
wi ederholt wird usw

Ein sehr einfacher Algorithmus nach diesem
Prinzip ist die fol gende Rechenvorschrift:
1. Beginne mt

X, =3

2. Jede weitere Zufallszahl entsteht
aus den beiden letzten Ziffern des
Er gebni sses der Multiplikation

X = [13' Xi—l]z

Es er gi bt sich die Zahl enf ol ge
3,39,7,91, 83,79, 27,51, 63, 19, 47, 11, 43,59, 67, 71, 2
3,99,87,31. Danach beginnt die Zahlenfolge
wi eder bei 3.

Di ese Zahlen weisen eine deichverteilung auf
dem Intervall von O bis 99 auf. Verstandlicher
wei se gi bt es Unterschiede in den Eigenschaften
der Pseudo-Zufallszahlen, die zw schen dieser
ei nfachen Zahl enfol gen und einer, die aus ei nem
anderen Al gorithnus m t mehreren  hundert
Pseudo- Zuf al | szahl en erzeugt wurde.
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7 Pseudozufall szahl en

Nachf ol gend
unt erschi edl i chen Methoden zur Erzeugung von
Pseudo- Zuf al | szahl en besprechen, da uns eine
der Progranmm ersprache VBA vorliegt.
sich die Frage, wie gut ein
Zuf al | szahl engener at or Pseudo- Zuf al | szahl en
genessen an echten Zufall szahl en

Met hode in
Es stellt

generiert,
Auch dazu

gi bt

nocht e i ch ni cht die

es unterschiedliche Mthoden.

Nachf ol gend betrachten wir stellvertretend den
Chi - Quadr at - Test
die Verteilung vorliegender Zahlen.
Die Pseudo- Zuf al | szahl en wer den dazu
ent sprechend i hrer G 6Re einer von n Kategorien
Da die Pseudo-Zufallszahlen unter
VBA im hal boffenen Intervall [O0,1) durch die

bet r acht et

zugeteilt.

Pr ogr ammf unkt i on

(kurz x2- Test) . Di eser

Random erzeugt werden, wird

ei ne Pseudo-Zufal |l szahl x; der Kategorie k nach

der For el

k-1
n

zugeor dnet .
Der x2-Wert

<

X, <

SIx

(7.1.1)

ist wwe folgt definiert. Ist w die
Wahr schei nl i chkei t, dass eine Zahl in die
Kategorie k fallt, m die Anzahl der getesteten
Zahl en sowi e deren Produkt

h,=w, - m

die erwartete

Kat egori e,

SO

(7.1.2)

Anzahl Zahl en in di eser
W e hy di e Anzahl der

tatsachl i chen Zahl en der Kategorie, so ist

=

=1

k

(hk B he )2
h, .

(7.1.3)

Die Wahrscheinlichkeit fur den Wrt von y2
besti mt sich aus der Anzahl der Freiheitsgrade

v. Sie Dbetragt

hi;+h,+...+h,
| assen ei

beobacht et en

Har al d Nahr st edt

Al'l e Rechte vorbehalten.

= m

far n Kategorien v=n-1, da

ist. De so erhaltenen Wrte

ne Aussage daruiber zu, ob die

Zahlen zuféallig sind. Dazu ist

3
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7 Pseudozufall szahl en

jedoch eine hinreichende Anzahl von Zahlen
erforderlich.

Al's Faustregel fur mgilt, dass fur jede Kl asse
der FErwartungswert der Anzahl Beobachtungen
m ndestens funf ist, besser grolRer.

Betrachten wir zur Vertiefung ein einfaches
Wir f el experinment. Mt 500 Wirfen erhalten wr
das in der nachfol genden Tabelle dargestellte
Er gebni s.

Tab. 7.1 Beispiel zur Haufigkeitsverteilung gewdrfelter Zahlen

Cewirfelte Hauf i gkei t
Zahl

81
87
84
86
82
80
Sunme 500

o oW (N

Die Wahrscheinlichkeit, mt der eine Zahl
gewirfelt wird, betréagt 1/6. Somt betréagt der
Erwartungswert fidr die 6 Kategorien

500 1
h ==~ =83>
6 3
Der y2-Test priuft, ob die reale Verteilung uber

die Kategorien h, dem Erwartungswert h, und
damt einer deichverteilung entspricht.

In der Literatur wird
h. =h,

al s Nul | hypot hese bezei chnet . Far j ede
Kat egori e ist dann die Null hypot hese zu prfen.
We bereits oben erwdhnt, kann der Test mt dem

x2-Wert direkt fur alle Kategorien geprift
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7 Pseudozufall szahl en

werden. Dazu wird die quadrierte Differenz von
hy und h, gebildet und normert

(hk B he)2
—h )

e

so dass deren Summe das Ergebnis liefert. Siehe
Formel (7.1.3).

Tab. 7.2 Auswertung der gewirfelten Zahlen

Cewirfelte Hauf i gkei t Norm erte
Zahl quadrierte
Abwei chung
1 81 0, 0653
2 87 0, 1614
3 84 0, 0053
4 86 0, 0854
5 82 0, 0213
6 80 0, 1333
Sunme 500 | Chi quadr at 0,4720
Er war t ungswert 83, 333

Das 0, 95-Quantil der yx2-Verteilung mt 5 Frei-
hei t sgraden i st

¥ %0955 =11,07
| aut Tabelle 7.3.

Da
0,4720 <11,070

ist, trifft die Nullhypothese zu, d. h. die
Verteilung entspricht der Erwartung und der
verwendete Wirfel erzeugt gute Zufallswerte.
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7 Pseudozufall szahl en

Tab. 7.3 a-Quantil der x?— Verteilung mit f Freiheitsgraden

f/ 1-a | .900 | .950 | 9.75 990 .995 | . 999
.71 .84 | 5.02| 6.63| 7.88|10.83
.61 .99 | 7.38 ] 9.21]10.60 |13.82
.25 .81 | 9.35]11.34|12.84 | 16. 27
.78 .49 1 11.14 | 13.28 | 14. 86 | 18. 47
.24 111.07 | 12.83 | 15.09 | 16. 75 | 20. 52
10.64 | 12.59 | 14. 45 | 16. 81 | 18. 55 | 22. 46
12.02 | 14.07 | 16.01 | 18.48 | 20. 28 | 24. 32
13.36 | 15.51 | 17.53 | 20.09 | 21.95 | 26. 12
14.68 | 16.92 | 19.02 | 21. 67 | 23. 59 | 27. 88
15.99|18.31 | 20.48 | 23.21 | 25.19 | 29.59
17.28 | 19.68 | 21.92 | 24.72 | 26. 76 | 31. 26
18.55|21.03 | 23.34 | 26.22 | 28.30 | 32.91

O [N (0T W

O N[O (BN

© [0 (N[O |0 |~ |W|N|F

[N
o

=
[

=
N

Betrachten wr nun die Pseudozufallszahlen
unter VBA in unserem Rechner. Unter Vorgabe der
Anzahl Zahlen und der  Anzahl Kat egori en
erhalten wir den nachfol genden Al gorithnus.

Tab. 7-4 Chiquadrat-Test fir VBA Pseudo-Zufallszahlen

Ei ngabe von mund n
k=1, 1, m

Er zeuge Pseudozufal | szahl x

Ordne die Zufallszahl einer Kategorie zu

k-1 k
_<Xi <_
n n

Bestinme die normert quadrierten Abwei chungen
(hk B he)z
h,
2
XZ _ i (hkh_he)

k=1 e

Besti nme Chi quadr at
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7 Pseudozufall szahl en

Code 7-1 Chiquadrat-Test fir VBA Pseudo-Zufallszahlen

Option Explicit

Sub Chi quadrat _Test ()
Dmi, m n, k, s, a() As Long
Dim x, he, chi_2 As Double

Thi s\Wor kbook. Wr ksheet s(" Chi quadrat™). Cel I s. d ear

m = | nput Box(" Anzahl der Pseudo-Zufallszahlen: ")
n = | nput Box("Anzahl der Kategorien: ")

Cells(1, 4 =m

Cells(2, 4) =n

ReDi m a(n)

Randomi ze

x = Timer

' Er zeugung der Pseudo- Zuf al | szahl en
'und Kat egori e- Zuor dnung

s =0
For Kk =1 To m
X = Rnd(x)
For i =1 To n
If x <= (i / n) Then
a(i) =a(i) +1
Cells(i, 1) = a(i)
s =s + a(i)
i =n
End | f
Next
Next k
Cells(n + 1, 1) =s
he = s/ n
Cells(n + 3, 1) = he

' Besti mmung der normerten
"quadrierten Abwei chungen
"und Chi quadr at
s =0
For i =1 Ton
chi_2 = (a(i) - he) » 2/ he
Cells(i, 3) =chi_2
s =s + chi_2
Next
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7 Pseudozufall szahl en

Cells(n + 1, 3) =s

End Sub
Ein Programm auf mit 10000 Pseudo- Zuf al | szahl en
und 12 Kategorien liefert das unter Abbildung
7-1 dargestellte Ergebnis.
A | B | C | D |
1 8525 0 08333333 10000
2 ga0 0,33333333 12
3 827 004513333
4 g6 1 0 591853353
5 g354 051253353
B g354 051253353
7 g324 0,10453353
g 520 021333353
9 852 041813333
10 805 0963333354
11 795 141453333
12 829 0 022533353
13 10000 5 5448
14
15| 833,333533
15
Abb. 7-1 Testergebnis eines Programmlaufs
Her liefert das Progranm
5,5448 < 19, 675
und damt eine gute d eichverteilung.
7.2 Integration nach der Monte Carlo Methode

All e Rechte vorbehalten. Friedr. Vieweg & Sohn Verlag / GA Fachverl age GrbH, 2006

D e Pr ozedur zur Ber echnung ei nes
Viertel kreises nach der Mbnte-Carl o-Methode
soll mt unterschiedlichen Laufwerten gestaltet
werden. Am einfachsten ist dies nit der
Anwei sung | nput box zu | 6sen.
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7 Pseudozufall szahl en

Code 7-2 Flachenberechnung eines Viertelkreises nach der Monte-Carlo-Methode

Option Explicit

Sub MonteCarl o_Test ()
Dms, x, y, z As Double
Dimn, mAs Long
Dmi, j As Long
Dmc As String

Thi s\Wor kbook. Wr ksheet s("Mont eCarl 0"). Cel I s. O ear

n = I nput Box("Anzahl der Iterationen:")
Cells(1, 1) = "Anzahl der Iterationen ="
Cells(1, 2) =n
Cells(2, 1) = "Exakter Wert:"
Cells(2, 2) = Atn(1)
Cells(4, 1) = "Berechnungen:"
Cells(4, 2) = "Differenzen: "
Randomi ze
z = Tiner
For i =1 To 20
m=0
For j =1 To n
X = Rnd(z)
y = Rnd(2)
If x* x +y *y <1 Then
m=m+ 1
End If
Next |

CelIs(i + 4, 1)
Cells(i + 4, 2)

Str(m/ n)
Atn(l) - Cells(i + 4, 1)

Next i
"Mttelwert
s =0
For i =5 To 24
s =s + Cells(i, 1)
Next i
Cells(26, 1) = "Mttelwert:"
Cells(26, 2) =s/ 20
"M ni num
s = Abs(Cells(5, 2))
j =5
For i = 6 To 24
If Abs(Cells(i, 2)) < s Then

Haral d Nahrstedt, Al gorithnen fiur |ngenieure, |SBN 3-8348-0015-5.
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s = Abs(CelI's(i, 2))
|

J =
End If
Next i
c ="A" + LTrinm(Str(j)) + ":B" + LTrim(Str(j))
Range(c).Cells. Activate
End Sub

G eichzeitig werden die D fferenzen zum exakten
Wert bestimmt. Ebenso wird abschlieRend der
Mttelwert berechnet und die mninmale D fferenz
zum exakten Wert nmarkiert.

A | B |
1 |lterationen: 100000
2 |Exakter Wert: 0,785398163
3
4 |Berechnungen: Differenzen:
b 0,78676 -0,001361837
6 0,76734 -0,001941837
[ 0,76472 0,000675163
] 0,76653 -0,001131837
9 0,78291 0,002488163
10 0,78445 0,000918163
11 0,78385 0,001548163
12 0,78398 0,001415163
13 0,76609 -0,000691837
14 0.76627 -0,000871837
15 0.76573 -D.DDD33183T!
16 0,76675 -0,001351837
17 0,78506 0,000338163
13 0,786584 -0,001441837
13 0,78626 -0,000861837
20 0,78863 -0,003231837
21 0,76194 0,003458163
22 0,76493 0,000465163
23 0,76286 0,002538163
24 0,78424 0,001158163
25
26 | Mittelwert: 0,7853085
a7

Abb. 7-2 Testergebnisse zur Monte-Carlo-Methode

10
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7 Pseudozufall szahl en

W e das aussehen kann, zeigt die Abbildung 7.2.
Die Zufallszahlen sollten natirlich imrer
ander e sein.

Dem Anwendungsbei spi el Bl echtei | sol | die
exakt e Berechnung hi nzugefigt werden. Dazu i st
der Fl acheninhalt eines Kreisabschnitts zu

ber echnen.
y
i
h / \
¥
T
65 oL
i X

80

Abb. 7-3 Kreisabschnitt

Der Mttel punktwi nkel o errechnet sich aus der
For nel

cos(aL) = r%h . (7.2.1)
Der gesuchte Fl acheninhalt ist die Differenz

aus Kreisfl d&che abzuglich der
Krei ssegnment fl &che und fol gt aus

2
A:%((i —sina). (7.2.2)

Die neue Prozedur finden Sie in der Codeliste
7-3. Das Ergebnis der Berechnung zeigt Abbild
7-4.

11
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Code 7-3 Flachenberechnung des Blechteils nach Abbildung 7-3

Option Explicit

Sub MonteCarl o_Bl echteil ()
Dmx, vy, z, e, a, r, h, s As Double
DmPi, Agq, al pha, Ak As Doubl e
Dimn, mAs Long
Dmi, j As Long
Dmc As String

Thi s\Wor kbook. Wr ksheet s("Bl echteil "). Cel |l s. C ear
n = | nput Box(" Anzahl Durchl dufe:")

Cells(1, 1) = "lterationen:"
Cells(1, 2) =n

Randomi ze

Pi = Atn(1) * 4

Ag = 160 * 160

z = Tiner

e = 1E- 308

r = 80

h =80 - 65

X =(r - h /r

" Arkuskosinus(X) = Atn(-X/ Sgr(-X* X+ 1)) + 2 * Atn(1l)
alpha =2 * (Atn(-x / Sgr(-x * x + 1)) + 2 * Atn(l))
Ak =r *r * (Pi -1/ 2 * (alpha - Sin(alpha)))

Cells(2, 1) = "Fl ache:"
Cells(2, 2) = Ak
Cells(4, 1) = "Berechnungen:"
Cells(4, 2) = "Differenzen:”
For i =1 To 20

m =

For j =1 To n
(160 + e) * Rnd(z) - 80
(160 + e) * Rnd(z) - 80
f Sgr(x * x +y * y) <= 80 Then
If y <= 65 Then
m=m+ 1
End | f
End | f
Next |
Cells(i + 4, 1)
Cells(i + 4, 2)
Next
"Mttel wert
s =0
For i =5 To 24

Str(Ag * m/ n)
Abs(Cells(2, 2) - Cells(i + 4, 1))

12
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s =s + Cells(i, 1)
Next i
Cel I s(26, 1)
Cel I s(26, 2)

"M ni num
s = Abs(Cells(5, 2))
j =5
For i

"Mttelwert:"
s [/ 20

i =6 To 24

If Abs(Cells(i, 2)) < s Then
s = Abs(Cel ls(i, 2))
o=

Next
c ="A" + LTrinm(Str(j)) + ":B" + LTrim(Str(j))
Range(c).Cells. Activate

End Sub

A | B |
1 |lterationen: 1000
2 |Flache: 19154,4328
3
4 |Berechnungen: Differenzen:
5 19353,6| 199,167152
6 188416 312,832543
T 18739,2| 415,232548
8 19097 6| 56,8328485
9 19712 557,567152
10 18764,8| 389,632543
11 18713,6| 440,6832543
12 19532 8| 378,367152
13 19251,2| 96.,7671515
14 19276,8| 122,367152
15 18969,6| 184,632548
16 20019,2| B864,767152
17 16688 466,432848
18 19532,8| 378,367152
19 18739,2| 415,232543
20 19276,8| 122,367152
21 18867 2| 287,232543
22 18123 .2 1 31,2328485]
23 18432 722432343
24 16944 210,432843
25
26 |Mittelwert: 19093,76

Abb. 7-4 Ergebnisse zur Blechteilberechnung

13
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7.3 Simulation

Eigentlich hatte ich in neinem Buch uber
Al gorithnen der Sinulation ein eigenes Kapitel
geben missen, denn es kommt ihr eine imer
gr 6Rere Bedeutung zu. So nbchte ich an dieser
Stelle etwas ausfihrlicher darauf eingehen und
jeweils ein kl assi sches Bei spi el der
unt erschi edl i chen Methoden zeigen. Neben den
traditionellen Methoden der Theorie und des
Experiments, stellt die Simulation eine neue
Di sziplin dar. Diese FErkenntnis ist zwar
neueren Datuns und dennoch verglichen mit der
Entwi ckl ung der Conputer relativ alt. Schon in
den 50er Jahren hat John von Neumann ein erstes
Si nul ati onsverfahren entw ckel t.

We man den Abhandlungen der heutigen Zeit
ent nehmen kann, ist die angewandte WMathematik
ei ne Schl Ussel ressource heutiger Wssenschaften
und mt ihr auch die Sinulation. WMthematik,
Informati k und Disziplinw ssenschaft bilden die
G undl age jeder Sinulation. Dies gilt in
besonder em MalRe auch far die
I ngeni eurw ssenschaften. H er unterscheiden wr
haupt sdchlich determnistische, stochastische
und quant en- mechani sche Si nul ati onen. Aber auch
andere Met hoden finden ihre Anwendung, und dies
wird in der nachsten Zeit in erheblichem MRe
fortschreiten.

Simulation und Computerentw cklung sind bis
heute eng mteinander verbunden. Auch heute
noch treibt die Sinulation mt ihrem grof3en
Bedarf an Spei cherkapazitéat und Rechenl ei stung
die Witerentwi cklung der Conputer wund die
Entwi ckl ung neuer Methoden an. Bezei chnend fur
die Simulation ist, dass oft Erkunden und
Lernen eng mitei nander verbunden sind.

7.3.1 Deterministische Simulationen

Wi t verbreitet si nd determ ni stische
Si nul ati onen. Ein solches Sinulationsnodell
besteht aus diskreten @ eichungssystenen, die
den Zustand des Mddells zum Startbeginn
wi eder geben (Zust andsgr 63en) , die
Randbedi ngungen des Model | s Sow e die

14
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Anf angsbedi ngungen zur Initialisierung
beschr ei ben.
Zudem wird dieses Si mul ati onsnodel | dur ch

Paraneter beeinflusst, die ihren Wrt wihrend
der Sinulation nicht verandern. Doch sie |assen
sich fur jeden Simulationslauf neu einstellen
und er migl i chen SO die Anpassung der
Si nul ati on.

Allen @ eichungstypen voran werden partielle
Differential gl eichungen zur Simulation sich

entw ckel nder, raun i cher und zeitlicher
Syst ene in den Nat urwi ssenschaften und
I ngeni eurw ssenschaften ei ngeset zt . Die

determ ni stische Simulation wird als nunerische
Losung eines Differential gl ei chungssystens, fdur

das auf grund sei ner Konpl exi t &t kei ne
anal yti sche Lésung bekannt i st, ger ne
ver wendet . Sie ist aber lediglich eine

Approxi mati on der exakten Ldsung.

Bereits John von Neumann hat diesen Typ von
Si mul ati onen entw ckelt, um die Stagnation in

der anal yti schen Behandl ung zahl rei cher
Probl emre der Wssenschaften zu Uberw nden. 1945
zeigte er erstnmal s in der nuneri schen

Hydr odynam k neue Wege auf, indem er vorschlug,

di e anal yti schen Methoden durch nunerische zu
ersetzen. Zusanmen mit Athur Burks und Hernman
ol dstine konzipierte er in dieser Zeit die
nach ihm benannte Rechnerarchitektur, die dem
Conput er zum Dur chbruch verhal f.

Beispiel: Die Keplerschen Gesetze

Gerne verwende ich bei neinen Vortragen dieses
Bei spiel, da es auf anschauliche Wise die
determ nistische Sinulation =zeigt und sich
gl eichzeitig, quasi nebenher, die Keplerschen
Gesetze ableiten | assen.

Betrachten wir zuerst das Kepl er-Probl em

Es ist das Problem der Bewegung ei nes
Massenpunkt es unt er dem Ei nfl uss ei ner
Zentral kraft, die dem Quadrat des Abstandes vom
Kraftzentrum ungekehrt proportional ist.
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F=—— 731
r2

Darin ist o eine Konstante. Ist o<0, so wrd
der Punkt vom Zentrum abgestofRen (Coul onbsches
Wechsel wi rkung gl ei chnam ger Punkt | adungen) .
Ist o>0, so wrd der Punkt vom Zentrum
angezogen (Gravitationswechsel wi rkung von
Massenpunkt und Coul onbsche Wechsel wi r kung
ungl ei chnam ger Punkt| adungen).

Di e Bahnkurven des Punktes sind Kegel schnitte
deren deichungen in Polarkoordinaten r und

y=¢- C2 fol gende Form haben:

r=— P (>0
1+ e-cosy
r=— P (a<0)
—1+e-cosy
2 732
p:
m-[o]
2
AR
m-o

P ist der Bahnparaneter, e die Exentrizitat der
Bahn, Wist die Gesantenergie des Punktes und L
ist sein Drehinpuls in Bezug auf das Zentrum

Fir o<O0 liegt das Kraftzentrum im Brennpunkt
der Bahn des Massenpunktes. Sein Abstand zum
nachst en Bahnpunkt wird als Periphel bezei chnet
und i st

i 7.33
1+e

Ist W0, dann ist e>1 und die Bahn ist eine

Hyperbel . Ist WO, dann ist e=1 und die Bahn

i st eine Parabel. Ist schliel3lich W0, dann ist
e<l und die Bahn ist eine Ellipse, deren Achsen
durch
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a=_P __ %
1-€ 2-\W|
L 7.34
b=__P

J1-¢? \/Z-m-|\N|
gegeben sind. Kreist der Punkt auf einer
el liptischen Bahn, so gilt fiar di e Bahnperiode
m-a’®
o

T=2-1-

735

(drittes Kepl ersches Gesetz).
W=<0 w=0 W=0

N

2b

L ph=]
_—
[1a.)

p
h 4
—

N
Y

A
i

- -
% Lt
in

I’m-

Iy
[
o
.
h 5
-

Abb. 7-5 Bahnformen

Konmen wir nun zum ei gentlichen Al gorithnus.

Zur nuneri schen Best i nmung ei nes
Bewegungsabl auf s bedar f es eines exakt en
endl i chen Algorithmus. Zu diesem gelangt nman
durch die Betrachtung zweier Zustande des
Syst ens, die um die Zeitdifferenz At
ausei nander |iegen. Sodann versucht man, die
Zust andsénderungen durch Gesetzniligkeiten in
Bezug  auf den ersten Zustand vor der
Ver ander ung auszudr icken
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AP
qu

g

Kérper der Masse M
mit der Gravitationskonstanten y

ya R
A

Abb. 7-6 Bahnbewegung

Unter Betrachtung von Abbildung 7-6 erhalten
wir aus Massenanzi ehung, Tréagheitskraft und

Gravitationskonstante y

M-m
F=y.—5—=m-a 7.3.6
r
und
y-M dv
a=——=—-. 7.3.7
r dt

Drucken wir nun den fur die Nunerische
Mat hemat i k unbrauchbaren Differential quotienten
durch den néherungswei sen Differenzenquotienten
aus, so erhalten wr

ﬂ:ﬂ’ fur sehr kleines At 7.38
dt At
und damit
AV:Y'LVI-At. 7.39
r
18
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Vo

V1

Abb. 7-7 Bahngeschwindigkeiten

Fur unsere Geschwi ndi gkeiten ergeben sich unter
Bet r acht ung von Abbi | dung 7-7 f ol gende
geonet ri schen Bezi ehungen.

Die Geschwi ndigkeit v, ergibt sich durch den
Kosi nussat z

v, = V2 + AVZ — 2.y, - AV- cosloL, — @, ) 7.3.10

Den Wnkel & erhalten wir aus dem Si nussatz

. [ Av
Aa = arcsm(—sm(oc0 —(poj. 7.3.11
Vl

Durch erneute Anwendung des Kosinussatzes
ergi bt sich damt auch die neue Entfernung

r Z\/roz + AX? _2'r0 'AX'COS(18OO ! +(P0]
7.3.12

Und letztlich ergibt eine nochmalige Anwendung
des Si nussat zes den bei der Bewegung
Uberstri chenen W nkel

. AX .
Ap = arcsm(r—xsm(wo0 —a, +(p0)j 7313

1
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Fassen wir die so errechneten Wrte als alte
Werte auf und begi nnen Wi r di esen
Ber echnungsgang von vorn, so erhalten wir in
groben Zigen den gesuchten Algorithmus. Zur
besseren Anschauung noch ei nmal al s
Struktogramm in Tabelle 7.5.

Tab. 7-5 Der Algorithmus des Kepler-Problems

Ei ngabe vy, M ry, ¢o, 0o, At , t o, t axs Vo
Sol ange t <t g
y-M

ro

v, :ng +AV? =2V, - Av-coslo, — @, )

AV = <At

1

. [ AV .
Aa :arcsm(—sm(oc0 —chJ
V.

o, =0, +Ax

=12 + A = 2.1, - AX-cos180° —a; +@g )
P =9y +AQ

t,=t, +At

Ausgabe von vy, rq, @, t

Urset zung alte Werte = neue Werte

We inmrer beginnen wir nmit einem Fornblatt und
Testdat en. Danach erfol gt di e Auswertung.

Code 7-4 Das Kepler-Problem
Option Explicit

Sub Satellit_Fornblatt()
Thi s\Wor kbook. Wr ksheet s("Satellit").Cells. d ear

Cells(l, 1) = ChrW947) & " [m & ChrW179) & "/(kg s" &
Chrw178) & "]"

Cells(2, 1) ="M[kg]"

Cells(3, 1) ="r [mM"

Cells(4, 1) = ChrW966) & " [grad]"

Cells(5, 1) = ChrW945) & " [grad]"
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Cells(6, 1) = "dt [s]"
Cells(7, 1) ="v [ms]"
Cells(8, 1) = "tmax [s]"
Cells(l, 4) ="t [s]"
Cells(l, 5 ="v [ms]"
Cells(l, 6) ="r [mM"
Cells(l, 7) = ChrW945) & " [grd]"
Cells(l, 8 = Chrw966) & " [grd]"
Range(" Al: A8") . Sel ect
Sel ection. Font.Bold = True
Selection.Font.Italic = True
Range("D1: H1") . Sel ect
Sel ection. Font.Bold = True
Selection.Font.Italic = True

End Sub

Sub Satellit_Daten_1()
Cells(1, 2) = 0.0000000000667
Cells(2, 2) = 5.975E+24
Cel I s(3, 2) = 12471000#
Cells(4, 2) =0
Cells(5, 2) =90
Cells(6, 2) = 120
Cells(7, 2) = 5675.83 'v fir Kreisbahn
Cells(8, 2) = 15120

End Sub

Sub Satellit_Daten_2()
Cells(1, 2) = 0.0000000000667
Cells(2, 2) = 5.975E+24
Cel I s(3, 2) = 12471000#
Cells(4, 2) =0
Cells(5, 2) =90
Cells(6, 2) = 120
Cells(7, 2) = 7000 'v far Elliptische Bahn
Cell s(8, 2) = 43680

End Sub

Sub Satellit_Auswertung()
DDmg, M r0, rl1 As Double
Di m phi 0, phil, dphi, al phaO, al phal, dal pha As Doubl e
DmtO, t1, dt, tmax As Doubl e
Dimdv, vO, vl As Double
Dimdx, x, wg, wb, pi As Double
Dimi As Integer

Al'l e Rechte vorbehalten.

Har al d Nahr st edt
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Call Satellit Fornblatt

Call Satellit_Daten

g = Cells(1, 2)

M= Cells(2, 2)

ro = Cells(3, 2)

phi0 = Cells(4, 2)

al pha0 = Cel I s(5, 2)

dt = Cells(6, 2)

vOo = Cells(7, 2)

tmax = Cells(8, 2)

pi =4 * Atn(1l)

phi0 = phi0 / 180 * pi

al pha0 = al pha0 / 180 * pi

t0 =0

i =1

Do
dv =g * M/ r0 ~ 2 * dt
x = al pha0 - phiO
vl = Sgr(v0O » 2 + dv N 2 -
x =dv / vl * Sin(x)
dal pha = Atn(x / Sgr(-x
al phal = al pha0O + dal pha
dx = v1 * dt
X = pi - alphal + phiO
ri =Sgr(r0 N 2 + dx ™~ 2 -
x =dx / r1 * Sin(x)
dphi = Atn(x / Sgr(-x *
phil = phi 0 + dph
tl =t0 + dt

" Ausgabe
i =i +1
Cells(i, 4 =1t1
Cells(i, 5 =vil
Cells(i, 6) =r1
Cells(i, 7) = alphal / pi
Cells(i, 8 = phil/ pi

' neu-al t - Ver schi ebung
t0o =t1l
vO = vl
ro=r1
phi 0 = phil

al pha0 = al phal
Loop Wiile t1 < tmax
End Sub

2 * v0 * dv * Cos(x))

*x + 1))

2 * 10 * dx * Cos(x))

X + 1))

* 180
* 180

Har al d Nahr st edt

All e Rechte vorbehalten. Friedr.

Al gorithnen fir |ngenieure,
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Wr Dbetrachten nun einen Erdsatelliten, der
sich mt konstanter W nkel geschwi ndi gkeit o auf
einer Bahn um die Erde bewegt. Der Satellit
besitzt die Zentri petal beschl euni gung

b=-w?-r 7.3.14
Darin ist r der Otsvektor vom Erdmttel punkt
zum Satelliten. Nach dem Grundgesetz der
Mechani k in Ver bi ndung mt dem
Gravitationsgesetz i st die Beschl euni gung

andererseits

M -
b=-1 -r 7.3.15
3
r
Daraus erhalt man
2 3
o r’=y-M 7.3.16
Ist v die Bahngeschw ndigkeit des Satelliten,
so wird
V=o-r 7.3.17
Fir r setzen wir R+ h, mt R als Erdradius und
h als die Flughdhe des Satelliten udber der
Erde. Dann ergi bt sich
V= 7.3.18
Die Auswertung liefert nachfol gende Daten.
A | B | ] E F 5 H I
| 1 |y [mii(kg s'] 6B7E-11 t[5] v fm/s] r[m] o [gra] @ fgrd]
| 2 |M fkg] 0 975E+24 120 5604,15352 124527405 931010682 3,13534324
| 3 |r[m] 12471000 2400 8692 32047 | 12434862 3 962067742 B 27950742
| 4 | [graa] 0 3600 570033206 124174207 993170465 9 43322465
| & |a [grad] a0 480) 570813571 12400489 8 1024318 125953967
| B |dtfs] 120 600 57157152 123840626 10555093 157660952
| 7 |v [ms] 5675 83 7200 572304865 123682511 108 67432 189450617
| 8 |tmax [s] 15120 540 573010293 123530855 111,801835 221320081
19 | 960 573686326 12338614 4 114933327 253266174
|123| 14640 571507458 12305447 1) 465024042 375234626
|124] 14760 5722 42739 123896625 466147072 378412894
|1256] 14880 5728 50699 123543586 471274239 351599168
|126| 15000 57362957 12339827 | 474 405396 384793133
|127 | 15120 574276456 123260318 477 540379 387,994447
128
Abb. 7-8 Auswertung mit Beispieldaten
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Anschaul i cher zei gt Abbi | dung 7-9 den
Bahnver | auf . Darin lassen sich die drei
Kepl erschen Gesetze anschaul i ch abl esen

1. Gesetz: Die Planeten bewegen sich auf

elliptischen Bahnen, in deren einem
Br ennpunkt di e Sonne steht.
In unserem Fall ist die Sonne die Erde und der

Planet ein Satellit. Die Summe der Abstéande
ei nes Bahnpunktes einer Ellipse zu den beiden
Brennpunkten ist imrer konstant. Die grinen
Li ni en zei gen dies.

Abb. 7-9 Beispiel-Bahnen

2. Cesetz: D e Fl &chengeschwi ndi gkei t
ei nes Punktes ist konstant.

Fur die blau gezeichneten Fl achen ergibt sich
aus den Forneln fur ein unregel mal3i ges Drei eck

(Satz des Heron):
Von 260 bis 280 Mn.: A=51785508, 51 knt
Von 680 bis 700 Mn.: A=51889417, 39 knt
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3. Cesetz: Das Verhédltnis der dritten
Pot enzen der groRRen Hal bachsen der
Bahnen Zu den Quadr at en der
Url auf zei ten i st konstant.

Al so:
2 2
-LS:T—ZS. 7.3.14
a &
In unserem Fal I :

2 22 2
TLs:&(zsszg,%.loﬁ 53
a, 26774°km km
-I—2 22 2
T IHO0S" _g95.905 5
a, 12593 km km

Mt HIlIfe dieses Programms |assen sich die
Bewegungen von Satelliten im Gavitationsfeld
ei nes Pl aneten berechnen.

So lasst sich auch zeigen, dass einem Korper
di e erste kosm sche Geschw ndi gkeit von

V= 7,9k—m
Q

<=

erteilt werden  mnmuss, dam t er ZU einem
Erdsatelliten mt krei sf6rm ger U auf bahn
wird. Und auch, dass es der zweiten kosm schen
Geschwi ndi gkeit von

v:1],2k—rn
Q

<=

bedar f, dam t der Kor per die i rdi sche
Gravitation uUberwi ndet und zu einem Satelliten
der Sonne werden kann.

Anhnlich funktioniert die Flugbahn-Simulation
ei ner Rakete, die ich dem Leser (berl asse.
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732 Stochastische Simulationen (Monte-Carlo Simulationen)
In stochasti schen Si mul at i onen wird der
Pr ozessabl auf durch zufallige Er ei gni sse

beei nfl usst.
Di ese zufall sabhangi gkeiten werden in die

Simulation integriert, so dass wederholte
Si mul ationsl aufe - im Gegensatz zur determnis-
tischen Sinulation - zu unterschiedlichen

Resul taten fihren. Das ernbglicht auf Basis der
Wahr schei nl i chkei tstheorie zufdallige Schwankun-
gen, die der Quantifikation durchschnittlicher
Ver| dufe dienen, wie sie Experinentreihen
ahnlich sind. Zudem |assen sich Faktoren, die
ansonsten im Zuge der Model | ver ei nf achung
elimniert wir den, durch stochasti sche
Vari abl en ber Gicksi chti gen. Nahezu alle
physi kal i schen G 6RBen, die in der Realitat als
St reuungen vor handen sind, sind integrierbar.

Stochasti sche Sinulationen sind nutzlich, um
auf der Gundlage statistischer Daten durch
Sti chprobener hebungen aus der Vergangenheit,

Ent schei dungshi | fen far die Zukunf t zu
prognosti zi eren, die jedoch inmer nur eine nehr
oder m nder hohe Wahr schei nli chkeiten

aufwei sen. Es gibt unterschiedliche Arten von
stochasti schen Simul ationsal gorithmen. Der Kern
j eder stochastischen Sinulation ist jedoch die
Erzeugung von Zufallszahlen. Conputerbasierte
Zuf al | szahl en- Generatoren konnen |etztendlich
nur Pseudo-Zufal |l szahl en erzeugen und frihe,
sehr ei nf ache Gener at oren wi esen sich
wi eder hol ende Muster auf.

Un die zeitliche Entw cklung von Prozessen
stochastisch zu sinulieren werden heutzutage
nmei st Al gorithnen der Markov- Chai n- Mont e- Car | o-
Si nul ati on verwendet , die auch in der
statistischen Anal yse von Bilddaten zum Ei nsat z
konmren. Beliebte Anwendungsbereiche sind die
Anal yse, Pl anung, Steuerung und Optim erung von
Fertigungsprozessen, Ausl astungsbetrachtungen,
Wart eschl angenpr obl ene, Fahr zeugsi nul ati onen,
Sti chprobenanal ysen und anderes nehr.
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Beispiel: Tankstelle

Ein i mer w eder gern dargestelltes Mdell ist
der Betrieb an einer Tankstelle. An diesem
ei nfachen Beispiel |asst sich sehr schdon der
Auf bau ei ner stochastischen Sinmul ation zei gen.

An einer Tankstelle komren zufdllig Autos an
und nehnmen wir an, dass es dort zwei Zapfséaulen
gibt. Sind diese besetzt, nissen die Autos
warten. So bilden sich Schlangen vor den
Zapfséulen. Dieses Beispiel wrd auch als
ei nfaches Wart eschl angenpr obl em bezei chnet .

Die Ankunf t swahr schei nl i chkei t wur de zuvor
durch eine Zahlung ermttelt (z. B. 12 Autos je
Stunde). Ebenso wirde die durchschnittliche
Auftankzeit bestinmm (z. B. 6 Mnuten). Mt
Hlfe ei ner Si mul ati on sol | nun die
durchschnittliche und maxi nal e Auf ent hal t sdauer
eines Autos in der Tankstelle bestimt werden.

Bet r acht en W r di eses Model | nun i m
M nutentakt. Es gibt keine festen Regeln fir

die G0oBe des Intervalls. Es nuss einerseits
klein genug sein far ei ne vernunftige
Simul ation und darf andererseits nicht zu viel

Rechenzeit kosten.

Die Wahrscheinlichkeit, mt der ein Auto pro
M nute ankomm, wird durch das Verhdltnis

12 Autos 2
W=——""_="2-072
60Minuten 10
ausgedr tckt . Di ese Wahrscheinlichkeit wrd

durch Pseudozufallszahlen simuliert. Wr nutzen
dabei die deichverteilung dieser Zahlen auf
dem lIntervall [0,1), siehe Kapitel 7.1. Die pro
Zeiteinheit (1 Mnute) erzeugte Zahl generiert
ein ankonmendes Auto, wenn ihr Wert kleiner
oder gleich 0,2 ist.

Damt sind wir nun in der Lage, die Simulation
ei ner Tankstel |l e als Rechner nodel |
dur chzuf thr en. Dazu bendt i gen Wi r die
Zapf sdul enbel egungen und ei ne Wart eschl ange.
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Tab. 7-6 Simulation einer Tankstelle

Ei ngabe t
t=1, 1, ta
Er zeugung ei ner Zufallszahl x
Ist x <= 0,2
Ja Nei n

Wart eschl ange e
WEWH1

Ist Z1>0

Ja Nei n
st W0
Ja Nei n

71=71-1 7126

WEW 1 Xx

Ist Z2>0

Ja Nei n
st W0
Ja Nei n

72=72-1 e

VEW T .
Ausgabe t, 71, 722, W

Fur den Prozedurstart bendtigen wir lediglich
den Betrachtungszeitraum

Code 7-5 Tankstellen-Simulation
Option Explicit

Sub Tankstel | en_Si mul ati on()
Dimx, z As Double
Dmt, tmax, Z1, Z2, WAs Long

Thi s\Wor kbook. Wr ksheet s(" Tankstel Il e"). Cel I s. O ear
tmax = I nputBox("Zeitintervall in Mn.:")

Random ze
z = Timer
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For t = 1 To tnmax
" Ankunf t swahr schei nl i chkei t
X = Rnd(z)
If x <= 0.2 Then
W= W+ 1
End If
' Zapfséaule 1
If Z1 > 0 Then
Z1 =71 - 1
El se
If W> 0 Then
Z1 = 6
W= Ww- 1
End If
End If
' Zapfséaule 2
If Z2 > 0 Then
Z2 =72 - 1
El se
If W> 0 Then
Z2 = 6
W= Ww- 1
End If
End If
" Ausgabe
Cells(t, 1) =t
Cells(t, 2) =271
Cells(t, 3) = Z2
Cells(t, 4 =W
Next t
End Sub
Die Simulation zeigt, dass in der Warteschl ange
bis zu 7 Autos stehen kdénnen (Abbil dung 7-10).
Allerdings wird die Warteschl ange i mer w eder
abgebaut. Mt hoherer Whrscheinlichkeit wrd
dies dann nicht nehr der Fall sein und eine
dritte Zapfsdule nuss eingesetzt werden. Diese
und &hnliche Anderungen uberlasse ich dem
Leser. Ebenso die Veranderungen zu den
Bei spi el en Maschi nenwartung und Lebensdauer im
Buch.
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A | B | C | D |
1 1 0
2 2 0
3 3 0
4 4 0
5 5 5 0
B B g 0
7 7 4 0
5 5 3 B 0
g 9 2 5 0
10 10 1 4 1
11 11 0 3 1
12 12 5 2 0
381 381 3 B B
382 382 2 5 B
353 353 1 4 7
384 354 0 3 7
385 385 B 2 7
356 386 5 1 7
387 387 4 0 7
388 388 3 B B
389 389 2 5 B
390 390 1 4 7
391 391 0 3 7
392 392 B 2 B
393 393 5 1 B
394 394 4 0 B
395 395 3 B 5
3590 3590 5 1 0
3591 3591 5 0 1
3592 3592 4 B 1
3593 3593 3 5 2
3594 3594 2 4 3
3595 3595 1 3 3
3596 3596 0 2 4
3597 3597 B 1 4
3595 3595 5 0 4
3599 3599 4 B 4
3600 3600 3 5 4

Abb. 7-10 Beispieldaten der Tankstellen-Simulation
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7 Pseudozufall szahl en

7.3.3 Quantenmechanische Simulationen

Quant ennechani sche Si mul ati onen erfordern
auf grund der Konplexitat der d eichungen extrem
hohe Rechnerkapazitéaten. Ebenso nuss fur jeden
Anwendungsfal | eine Anpassung erfol gen.

Das Herzstick der Quantenmechanik ist die
Schr 6di nger - d ei chung deren Loésung ei ne
Vel | enfunktion i st, die das Ver hal ten
subatomarer Materie als Reaktion auf die
wi r kenden Wechsel wi r kungen beschrei bt. Sie gibt
Einblick in die Struktur und Eigenschaft der
Materie sowi e der chem schen Eigenschaften auf
at omar er Ebene. El ekt romagneti sche
Wechsel wi r kungen wer den mat hemat i sch al s
potentielle Energien geschrieben, die zur
Berechnung in die Wllenfunktion eingesetzt
werden. Sie ergeben sich aus der Addition der
el ekt romagneti schen Abstollung jedes Elektrons
durch jedes andere Elektron mt der Anziehung
durch den positiven Kern. Cenau hier liegt die
Konpl exi t & quant enmechani scher Ber echnungen.

Bei spiel e aus diesem Bereich Ubersteigen den
Rahnen di eses Buches.

734 Begrenzung der computerbasierten Simulationen

Trotz all er Ver schi edenhei t darf ni cht
vergessen werden, dass die hier vorgestellten
Si mul ati onen all esant conputerbasiert sind. Das
bedeutet, dass sie den grundl egenden Kriterien
der Rechnert echni k unterliegen. Sel bst
stochastische Sinmulationen sind prinzipiell
determniert, da kdnstlicher Zufall i mrer
regel basi ert i st, w e in Kapi t el 7.1
beschrieben. E n Mdell zu algorithmsieren
bedeutet imer, entscheidbare Anwei sungen und
unt er schei dbare Systenzusténde zu beschrei ben,

sel bst bei hohen Konpl exi t &t s- und
Frei hei t sgraden i m Model | oder i m
Si mul ati onsver f ahr en. De Endl i chkei t der
Rechner - Ressourcen zwingt dabei zu effektiven

Berechnungsverfahren. Der dabei bendtigte hohe
Zeitaufwand flir die Datenerfassung und die
Datenaufbereitung darf nicht unerwdhnt bleiben.
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