6 Vektoren und Matrizen

Vektoren und Matrizen

6.1 Rekursive Definition einer Determinante

Die Determnante einer quadratischen (n,n)-
Matrix A = (ax) wird dargestellt in den Fornen

all a12 Y aln
|A = det(p)=|"2L B2 - 8an| (6.1.1)
Ay Ap2 ... Qpp

Die Determnantenfunktion einer (2,2)-Mtrix
berechnet sich wie fol gt

1 a2

e (A): A axp

= all . 322 - alz N 321 . (612)

Fur eine WMtrix vom Typ (3,3) liefert die
Det er m nant enf unkti on

1 Q2 X3
det A: 321 322 323
a3 asz Aasg
= 31187333 + 81083331 + 313321332 (6.1.3)

—ay3a2083) —Apdp1833 — 118383

Fur diese lange Fornel gibt es eine Merkhilfe
von Sarrus, die lautet: Hauptdi agonal enprodukte
addi eren, Nebendi agonal enpr odukt e subtrahi eren.
Di es zei gt anschaulich die Abbildung 6. 1.
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6 Vektoren und Matrizen

Hauptdiagonalen

Nebendiazonalen

Abb. 6-1 Sarrus-Regel

Diese Sarrus-Regel wollen wr schon einmal
vor ab progranmm eren.

Tab. 6-1 Determinante einer (3,3)-Matrix nach der Sarrus-Regel

Ei ngabe der Koeffizienten a der Matrix A(3, 3)
inein leeres Blatt

So | ange kei ne 1-rei higen
Unt er det er m nant en vor handen si nd
Anwendung der Entw ckl ungsf or nel

Ausgabe der Determ nanten

We gewohnt erstellen wir wi eder ein Fornblatt,
ei n Berechnungsbei spi el und eine Auswertung als
Pr ozedur en.

Code 6-1 Bestimmung der Determinante einer (3,3)-Matrix nach der Sarrus-Regel

Option Explicit

Sub Sarrus_Leer ()
Thi s\Wor kbook. Wor ksheet s("Sarrus"). Cel | s. C ear
Range("A:E"). ColumWdth = 5

End Sub

Sub Sarrus_Test dat en()
Cells(l, 1) =0: Cells(l, 2) =2: Cells(l, 3) =4
Cells(2, 1) =6: Cells(2, 2) =4: Cells(2, 3) =2
Cells(3, 1) =1: Cells(3, 2) =3: Cells(3, 3) =6

End Sub

Sub Sarrus_Prinzip()
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6 Vektoren und Matrizen

Dmi, j, k, I, n As Integer
Dms, p, d As Double
Dim MyDoc As bj ect

Set MyDoc = Thi sWr kbook. Wor ksheet s(" Sarrus")
n = MyDoc. UsedRange. Rows. Count

If Not n = 3 Then
MsgBox "Die Sarrus-Regel gilt nur fur 3-reihige
Matrizen!", vbOKOnly, "ACHTUNG "
Exit Sub
End If

" Ubert r agung
For i =1 To 3
For k =1 To 3 - 1
Cells(i, k +3) = Cells(i, k)

Next k
Next i
' Haupt di agonal en
'i=1,2,3- 1,2,3 - 1,2,3
' k=1,2,3 - 2,3,4 - 3,4,5
d=20
s =0
For j =1 To 3
p=1
For i =1 To 3
k=i +j) -1
p=p* Cells(i, k)
Next i
s =s+p
Next |
d =s
' Nebendi agonal en
"i=3,2,1- 3,2,1- 3,2,1
' k=1,2,3 - 2,3,4 - 3,4,5
s =0
For j =1 To 3
p=1
For i =3 To 1 Step -1
k =3 -1 +j
p=p* Cells(i, k)
Next i
s =s+p
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6 Vektoren und Matrizen

Next |

'Determ nante

d=4d- s

Cells(6, 1) =d
End Sub

Die Testdaten liefern das nachfolgend in
Abbi | dung 6-2 dargestellte Ergebnis.

-12

SO T e L R |

Abb. 6-2 Testergebnis

Bevor wir uns nun um die Bestimung der
Determ nanten einer beliebigen (n,n)-Mtrix
kinmrern, wollen wr noch einige nitzliche
Defini ti onen ei nfidhren.

Streicht man in einer Determinanten eine
bel i ebige Zeile i wund aulRerdem eine beliebige
Spalte k, so nennt man das El enent a;,, das im
Schnittpunkt Iliegt, das Schnittpunkt-El enent.

Das Schnittpunkt-El ement liegt also sowohl in
der gestrichenen Zeile, we auch in der

gestrichenen Spalte.

] x 13

Schnittpunkt-Element a4,

Abb. 6-3 Schnittpunkt-Element
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6 Vektoren und Matrizen

Die durch

El enente nennt

die

Streichung UUbrig bl eibenden

man die Unterdeterm nante |Ayl.

Fur die Darstellung nach Abbildung 6-3 ist

som t

|Agz| =

a
a

11 A3
21 Qap3

Zum Schl uss

defini eren W r noch ei ne

Vor zei chenf unkti on, die j eder
Unt er det er m nant en ei nen Vor zei chenf akt or
zuor dnet .

| Ac| = Vi = (1) (6.1.4)

Das Pr odukt
Unt erdeterm nante nennt man auch al gebrai sches

Konpl enent

Nun konnen
rei hi gen

Ak

aus Vor zei chenf akt or und

wir uns an die Definition einer n-

Det er m nant e durch i hre
Unt erdeterm nanten wagen. Diese Fornel wrd
auch Entw ckl ungsfornel genannt.

Cegeben sei eine
a1 a2
|A=|az apx
a31 azx

3-rei hige Matrix.

a3 (6.1.5)

Imersten Schritt streichen wir die erste Zeile

und nachei nander
ent st ehen drei
|A1 |_ axp Az
1l=
Azp Aasz

|A12| _[321 @z

| Asa| =

Jetzt bilden wr

a3y asg
ay axp
az; ax

all e vorhandenen Spalten. Es

Unt er det er m nant en:

(6.1.6)

die Sumre uber die Produkte

von Vorzeichenfaktor, Schnittpunkt-El enent und
Unt erdet erm nante und erhalten
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6 Vektoren und Matrizen

|A=Vig-aqq | A +Vip -ap | A + Vi3 - ag3 - | Agg]

(6.1.7)

Wr erhalten die Determ nante einer n-reihigen
Matri x nach der Entw ckl ungsf or nel

n
LEDNARCTRIY (6.1.8)
i1

Dur ch

mehr f ache Anwendung der

Ent wi ckl ungsf or nel kann man rekursiv jede
Determ nante durch einreihige Determ nanten

ausdr ticken.

Di ese sind per Definition

|A4 = |a11| =a7. (619)

Tab. 6-2 Rekursive Bestimmung einer Determinante

Ei ngabe der Koeffizienten a;, der Matrix A(n,n)

So

Unt er det er m nant en vor handen si nd

| ange kei ne 1-rei higen

Anwendung der Entw ckl ungsf or nel

n
|A=2 Vi -ay; Dy
i1

Ausgabe der Determ nanten

Ein Tabellenblatt Determnante wrd zunachst

m t ei ner

Prozedur geleert. Eine weitere

Prozedur stellt Testdaten in das Tabell enbl att.

Eine weitere Prozedur liest die Daten aus dem
Tabel | enbl at t und ber echnet rekursiv di e
Determnante nmittels der Funktion Udet.

Code 6-2 Rekursive Bestimmung einer Determinante

Option Explicit

Sub Determ nante_Leer ()

Thi s\Wor kbook. Wr ksheet s(" Det erm nante"). Cel I s. O ear

End Sub
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Private Sub Determ nante_Testdaten()

Cells(l, 1) = 1. Cells(l, 2) =2
Cells(l, 3) =0: Cells(1, 4) =3
Cells(2, 1) =-1. Cells(2, 2) =0
Cells(2, 3) =2: Cells(2, 4) =1
Cells(3, 1) =3: Cells(3, 2) =2
Cells(3, 3) =0: Cells(3, 4 =2
Cells(4, 1) =0: Cells(4, 2) =1
Cells(4, 3) =7: Cells(4, 4) =1
End Sub

Sub Det er mi nant e_Ber echnung()
Dmi, j, k, m n, p, q, u, v, X, A(), W) As Integer
Dim D As Long
Dim MyDoc As bj ect
Set MyDoc = Thi sWor kbook. Wr ksheet s( " Det er mi nant e")
n = MyDoc. UsedRange. Rows. Count

"Ei nl esen der Matri X
ReDi m A(n, n)
For i =1 To n
For Kk =1 To n
A(i, k) = Cells(i, k)
Next k
Next i

" Ausgabe
Cells(n + 2, 1) = UDet(A)
End Sub

Function UDet (A) As Long
Dim B() As Integer
Dmi, j, k, p As Integer
Dhmn As Long

n = UBound(A, 1)

If n =1 Then
Ubet = A(1, 1)
El se
For j =1 To n
ReDmB(n - 1, n - 1)

p=20
For Kk =1 To n
If k <> | Then
p=p+1
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6 Vektoren und Matrizen

For i =2 To n
B(i - 1, p) = A(i, k)
Next i
End | f
Next k
UDet = UDet + A(L, j) * (-1) ~ (1 +j) * UDet(B())
Next |
End | f
End Functi on

Das Ergebnis aus den Testdaten zeigt die
Abbildung 6-4. Dy e Determnante der (4,4)-
Matrix hat den Wert -20.

A | B | C | D |
1 1 2 0 3
2 1 0 2 1
3 3 2 0 2
4 0 1 7 1
5
[ -20

Abb. 6-4 Testdatenauswertung

Betracht en Wi r nun den Lapl aceschen
Entwi ckl ungssatz. Er unterscheidet sich von der
vor heri gen Entw ckl ungsfornel nur dadurch, dass
eine beliebige Zeile bzw Spalte ausgewahlt
wird.

So er gi bt sich nach dem Lapl aceschen
Entw ckl ungssatz  fir eine Typ(3,3)-Mtrix,
sortiert nach der ersten Zeile
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6 Vektoren und Matrizen

Ebenso ergibt sich nach dem Laplaceschen
det(A) =
+a1182a33 + @1pap3az) + a13a183> —Ajzarpazy — 1183832 —a12d213833
=+ay (322 A3z —apzzazy )— a2 (321333 —ap3az )+ A3 (321332 —ap a31)

W2, (320 823 gpe2, |11 @13 o e A1 A3

( 2 az1 ag3 ( )2 2 az) agj ( )3 % a1 A

= (12 ay; det(Ap 1+ (C1P 2 ay, det(Ay I+ (-1)* 2 ag, det(Asy )
(6.1.5)

Ent wi ckl ungssat z far ei ne Typ(3,3)-Matrix
sortiert nach der zweiten Spalte

det(A) =

+ 81180833 + 812823831 + 813821832 — 813822831 — 11823832 — 12821833

= +a11 (220833 — 82383, ) 12 (Ap1833 — Apzas I+ 813(Ax1as — 820831 )

C1Fay, Az a3

azp

= (-1 gy det(Ay )+ (1) ag, det(A )+ (1) 3 a3 det(Ar3)
(6.1.4)

ay1 ax
az; azx

ay1 aps

+2
+ (— 1 ajo
az;

+ (—1 +3 a3

Rickwi rkend definieren wir so eine Unternatrix
Ay als die Matrix, die aus einer (n,n)-Mtrix
A durch Streichung der i-ten Zeile und k-ten
Spal te entsteht.

Al s Kof akt oren werden di e Faktoren

o = (1) X det(Ay ) (6.1.6)
bezei chnet, die sich zum El enent a;« oder zur
Position (i,k) der Matrix A bestimen.

Die rekursive Berechnung einer Determninanten
er gi bt sich nach dem Lapl aceschen
Entwicklungssatz aus ..

einer Entwicklung nach der i-ten Zeile fir
i=1,2,..,n

det(A)Z ia”()(” (617)
j=1
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6 Vektoren und Matrizen

einer Entwicklung nach der k-ten Spalte fir
k=1,2,..,n

det(A)Z ia”(lu (618)
j=1

Auch hier lassen sich alle Unterdeterminanten
auf die Berechnung von einreihigen
Determinanten zuriickfiihren.

Eine weitere Optimierung liegt darin, dass
Zeilen, bzw. Spalten gesucht werden, in denen
besonders viele Elemente den Wert Null haben.
Diese Optimierung iberlasse ich dem Leser.

Determinanten haben noch gewisse Eigenschaften,
die eine Berechnung ebenfalls optimieren
kdénnen. Diese wollen wir zum Abschluss
betrachten.

Der Wert einer Determinante &andert sich nicht,
wenn Zeilen und Spalten vertauscht werden.

Beispiel:
&1 a2 @3 (@1 ap ag
Ay Ay A=Az 8 8z (6.1.9)
831 a8z Aagz| [d13 dap3 Aag3

Erinnern wir uns, dass eine solche Umwandlung

einer Matrix A als Transponierte A" bezei chnet
wird. Wr konnen al so auch schrei ben

det A=det AT . (6.1.10)

Werden zwei Zeilen oder Spalten einer Matrix
vertauscht, dann behadlt die Determ nante ihren
Wert, andert aber i hr Vorzeichen.

Bei spi el : Vertauschen der 1. mt der 3. Spalte
1 2 A3 3 Ay a1
Ay Aaxp axg|=-{ap axp an (6.1.11)

a3 Az Aasg dzz a3z 4as

Die Multiplikation einer beliebigen Zeile oder
Spalte mt einem Skalar A ist auch eine

10
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Mul tiplikation der Determ nanten mt dem
Skal ar .
Beispiel: Miultiplikation mt der 3. Spalte

a1 a2 &) |81 ax; A-ag

A-layy A aAgs|=|agp a8y A-ag (6.1.12)

a3 A8z ags| |a3 ax A-ag
Aus dieser Eigenschaft folgt eine weitere
Ei genschaft.
Ei n genei nsamer Faktor einer beliebigen Zeile

oder Spalte kann vor die Determ nante gezogen
wer den.
Beispiel: Die Elemente der 3. Zeile haben den
Faktor A
ag a2 a3 811 axn az;
dy  ayp Ay |[=hap ap ap (6.1.13)
A-azg A-agp A-ags a3 Az ass
Der Wert einer Determinanten ist Null, wenn
m ndestens eine der drei folgenden Bedi ngungen
erfallt ist:
1. Zwei Zeilen oder Spalten stimen Uberein.
2. Alle Elenente einer Zeile oder Spalte
sind ein vielfaches der Elenente einer
anderen Zeile oder Spalte. Man sagt auch,
dass sie einander proportional oder dass
sie linear abhangi g sind.
3. Alle Elenente einer Zeile oder Spalte
sind Null.
Beispiel: In der folgenden Determ nante sind
die 2. und die 3. Zeile linear abhangig
1 7
3 4 (6.1.14)
9 12
Der Wert einer Determ nante andert sich nicht,
wenn man zu einer Zeile oder Spalte ein
11
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6 Vektoren und Matrizen

6.2

beliebig Vielfaches einer anderen Zeile oder
Spalte addiert.

Bei spi el :
2 4 0
-2 3 -4
4 -2 0

Das 2-fache der 3. Zellewird zur 1. Zeile addiert:

10 0 O
2 3 -4 (6.1.15)
4 -2 0

Die Determinante eines Matrizenprodukts i st
gleich dem Produkt der Determ nanten der
Matri zen.

det(A- B) = det A- det B (6.1.16)

Bei spi el :
1 3)/(2 1
4 2)\4 3

j:1-2—3-4:—10

16 1

14 1
:‘ 3214-10—1016:—20

j=2.3—1-4=2

(6.1.17)

Losungen von Gleichungssystemen

Dem Al gorithnus im Buch fehlt der Zeil entausch
zur Verringerung von Rundungsfehlern. Dazu ist
es zweckmaRig, vor jedem Elimnationsschritt
ei nen Zeil entausch so durchzuf ihren, dass das
betragsgroRte Elenent aller a;, (i=k+1,..,n) zum
Pivotelement wird (Spaltenpivotisierung).

Aus dem vorherigen Kapitel wissen wir, dass der
Betrag der Determinante von A nicht gedndert

12
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wi rd, doch es wechselt das Vorzeichen bei jedem
Zei | ent ausch.

In den Loésungsalgorithmus nuss also eine
Ver gl ei chsschleife integriert werden.

Tab. 6-3 Zellentausch mit dem betragsgrofiten Element

v=1 Vorzei chenanderung durch Vertauschung
i = k+1 (1) n

I st a;>aw
Ja Nei n

j =1 (1) n e
u=ay;

Aj =4 |

aiJ':U

v=Vv-(-1

De Prozeduren Gauss_El i m nation und
Gauss_Auswertung 4&andern sich dadurch in die
nachf ol gende Form

Code 6-3 Prozedurénderungen
Option Explicit

Sub Gauss_Auswertung()
Dmi, j As Integer
Dims, v As Doubl e

Call Gauss_Daten_| esen

Call Gauss_Elimnation(v)
Cal |l Gauss_Rickwart srechnung

" Ausgabe
For i =1 Tom
For j =1 To n
Cells(m+ 1 +i, j) =a(i, j)

Next |
Cells(m+ 1+ i, n+2) =y(i)
Next

13
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For j =1 To n
Cells(2* m+ 3, j) =x(j)
Next |

' Testrechnung
s =0
For j =1 To n
s =s +a(l j) * x(])
Next |
Cells(2* m+ 3, n+2) =s *v
End Sub

Sub Gauss_El i m nati on(v)
Dimc, u As Double
Dmi, j, k As Integer
v =1

For i =1 Tom- 1

' Erganzung
For j =i +1 Tom
If a(j, i) > a(i, i) Then
For k =1 Ton
u=a(j, k)
a(j, k) a(i, k)
a(i, k) u
Next k
v=v*-1
End If
Next |

For j =i +1 To m
c =a(j, i) ! a(i, i)
For Kk =1 To n
a(j, k) =a(j, k) - ¢ * a(i, k)
Next k
y(i) =vy(@i) - ¢ * y(i)
Next |
Next i
End Sub

14
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6.3

Differenzenverfahren fiir gewohnliche
Differentialgleichungen

D e Appr oxi mati on der Randbedi ngung des

einseitig eingespannten Trégers (Beispiel im
Buch) dber den Rand des Balkens symetrisch
fortgesetzt, kann je nach Schrittweite zu

groReren Fehlern fiuhren. Denn durch eine
symmetri sche Fortsetzung der Biegelinie hat das
Monent an der Ei nspannstel l e ei nen
par abel f 6r m gen Verl auf.

Mt Hlfe einer Taylor-Reihenentw cklung von
y(x) kann man jedoch verbesserte Forneln
herleiten, die sich dadurch auszeichnen, dass
sie in hoherer Ableitung stetig sind. Leider
bl ei bt das auf diese Wise aufgestellte
A ei chungssystem ni cht i mer symmetri sch.

So gilt an der Stelle x;

Vier = Y06 +h)= 3= (6.3.1)
n=0 "

und fur die erste Ableitung nach @ eichung

AY) _ L[S0 ey ED o
(iji_zh{nz(:) nl yr (%) nZ:;‘) nl Yy (%)

Ay , h? h* 5
— | =Y () +—VY"(X)+— X )+...
(Axl y'(%) 6y(.) 207 (%)

(6.3.2)
(6.3.4) imBuch

Fur die Ableitungen erhalt man di e Bezi ehungen

15
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h? " h* (5)
j_ —?y (X|)_Ey (%)=
y

(A% _h® @
yi:{_zJ__Ey (X)) —-..
|

. [Ay] h?
o 22) 2 oy
AX ). 4
4 2
@ _| Ay | _h" (e
o0-(52] 2 o
AX* ). 6

In di esen For nel n wer den die hoher en
Abl ei tungen durch Differenzenforneln ersetzt
und es ergeben sich

(6.3.3)

, 1

y'(Xi) = _12h(Yi—2 ~8Yi 1+8Yiy1- VYii2)
h4

+¥y(5)(xi)+

—y, 16 y; 1 -30y;
yn(Xi) — 5 ( y|*2 + yl*l yIJ
122h\+16yis1 - Vii2

h* (6
+$y( )(xi)+...

1 (Yi-3—-8Yi_2+13yj_1
y (Xi):_3( ' ' '
8h° \—13Yi11+8Yii2 — Yi+3
7h* (7)
+ 120 y (Xi) + ...

L - VYi—3+12y;_» -39y
y‘4’(xi)=6h4 +56 i — 39 yi.1+12 Y.

—Yi+3
7h* (8)
+ — Xi)+ .
a0 Y (i)
(6.3.4)
Dam t er geben sich ver besserte
Differenzenfornmeln. Ein Nachteil ist jedoch

of fensichtlich, denn durch weitere Stutzstellen
komren nehr &dullere Punkte in die dd eichungen.
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Haral d Nahrstedt, Al gorithnen fiur |ngenieure, |SBN 3-8348-0015-5.
All e Rechte vorbehalten. Friedr. Vieweg & Sohn Verlag / GA Fachverl age GrbH, 2006
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Ot mehr, als Randbedi ngungen zur Verfigung
stehen. Man hilft sich dann damt, dass in
Randnadhe z. B. mt einfachen Differenzenforneln
gearbeitet wird.

So kénnen wr in das d eichungssystem nach
Tabell e 6-4 (auch i m Buch)

Tab. 6-4 Gleichungssystem

Yo -4y.1 +6yo -4y: Y, =0
Y1 -4y, +6y; -4y, + ys =0

Yo -4y. 6y, -4ys t Y. =0

Y1 -4y, +6ys -4y, +ys =0

Y2 -4y; +6ys -4ys +tye =0

die dritte deichung durch eine verbesserte

d ei chung nach 6. 3.4 ersetzen.

Tab. 6-5 Gleichungssystem mit teilweise verbesserten Differenzen

Y. -4y. +6yo, -4y, ty»

._.
o

Y1 -4y, +6y, -4y, + Y3 =
0

- y. 12y - +56y, - +12 -Ys =
1 39y, 39ys Vi 0
Y -4y, +6Yy3 -4y, +Ys =

0

Y2 -4y +6y, - + =

4y, Ve 0

Indem wir auch hier die erste deichung fallen
| assen und die ent sprechenden
Randwer t bedi ngungen wie im Buch beschrieben
ei nsetzen, folgt letztlich das nachfol gende
d ei chungssystem

Tab. 6-6 Umgeformtes Gleichungssystem

-4y, +7y: -4y,  + Y3 =0
12y, -40y, +56y, -38y; + 10y,

|
o
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6 Vektoren und Matrizen

|
o

Y1 -4y,  +dys -2y,
2y, -4y, +2y,

Di e Auswertung nach Gaul3 liefert allerdings das

gl ei che Er gebni s.
A [ B [ C | D | E | F |
| 1] 7 -4 1 0 0
| 2] -40 56 38 10 0
ER 1 4 5 2 0
| 4 ] 0 2 -4 2 0,03
| 5
| 6 | 7 -4 1 0 0
| 7] 0| 33,1428571| -32, 2857143 10 0
| 8 | 0 0] 1.51724138] -0,96551724 0
ER 0 0 0/ 0,09090909 0,03
| 10
11 0.03 0,105 0,21 0.33 0
49

Abb. 6-5 Testdatenauswertung
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